
　　从图6可以看出�在自重作用下路基结构的应力分布等
值线图可见�新老路基交界处存在一个高剪切应力带。
3　结语

通过有限元软件 ANSYS�采用非线形有限元法和弹塑性
DP模型�计算分析不同填土高度对新老路基差异沉降的影
响�总结了旧路加宽工程中不均匀沉降的规律。分析结果表
明�在自重作用下新老路基及上承路面结构将出现不均匀沉
降变形�而且沉降变形主要发生在新加宽路基部分。随着填
土高度的增加�新路基的沉降量增加。同时�在填土高度增
加后�路基的不均匀沉降差增大。通过不同填土高度沉降曲
线�得出新路基的最大沉降值在路肩内侧。通过各部位的应
力分析�在自重作用下路基结构的应力分布等值线图可见�
新老路基交界处存在一个高剪切应力带。若交界处未严格

按规范进行台阶开挖等技术处理�当填方高度过大时�易发
生边坡滑塌等病害现象。
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双排桩开挖过程的改进有限元分析方法

戴北冰1�　王成华1�　雷　军2

（1．天津大学土木工程系�　天津　300072；　2．中国建筑科学研究院建筑结构研究所�　北京　100013）

　　【摘　要】　在现有的双排桩计算模型上�提出了改进有限元计算方法。在该法中�将被动区的土压力视为弹簧反
力�考虑地基反力系数的变化�并将弹簧反力转化成等效结点力且表示成单元结点位移的函数�由此得到弹性地基梁单
元矩阵�最后建立平衡方程求解内力和位移；按改进方法�分步开挖考虑了开挖过程中桩体内力和位移的连续性�采用增
量法来计算开挖过程的荷载增量。

【关键词】　双排桩；有限元；刚度矩阵；增量法
【中图分类号】　TU463　　　　【文献标识码】　B　　　【文章编号】　1001－6864（2006）04－0107－04

MODIFIED FINITE ELEMENT ANALYSIS METHOD OF DOUBLE－ROW PILES
WITH CONSIDERATION OF THE EFFECT OF STAGED EXCAVATION

DAI Be-i bing1�　WANG Cheng-hua1�　LEI Jun2
（1∙Civil Engineering School of Tianjin University�Tianjin300072�China；

2∙Institute of Building Structures of China Academy of Building Research�Beijing100013�China）
　　Abstract：In this passage�a modified finite element method is proposed based on the existing model of double
－row piles∙The passive earth pressure is treated as equivalent springs’resistance that is equivalently transformed
into node load and expressed as a function of element nodes’displacement considering change of the groundsill’re-
sistance coefficient∙Therefore the elastic－groundsill－beam rigid matrix is obtained∙Finally the matrix equation
can be established to solve the internal force and displacement of piles∙Continuity is considered during the course of
staged excavation with the modified method�so the increment method is adopted to calculate the increment of the
load∙Analysis of an example indicates that results can well agree with expectation with reasonable parameters∙

Key words：double－row piles；finite element；rigid matrix；increment method
0　前言

近年来�随着大量的高层建筑和地下工程的兴起�基坑
工程也越来越普遍�基坑的围护形式也很多。其中�有不少
工程采用的是两排平行的混凝土桩以及桩顶的冒梁、连梁组
成的超静定刚架作为围护结构�即双排桩围护结构。这种围

护结构具有侧向刚度大�能有效限制侧向变形�不需架设支
撑�挖土方便等优点。

但是双排桩设计计算比较繁复�受力机理也有待于进一
步的研究。为此�本文结合有限元方法�在此基础上作了一
定的改进并结合工程实际分析了双排桩围护结构。
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1　计算原理及假定
（1）　基坑底部以下土体视为弹性地基�桩体视为放置

在地基中的梁。
（2）　被动土压力用弹簧反力模拟�即在基坑底部以下

的桩体上作用一系列互不相关的弹簧。
（3）　桩底采用单连杆支座以作为竖直方向的约束。桩

顶部与连梁的连接形式根据工程实际情况可刚接也可铰接。
根据上述假定�将双排桩划分成有限个单元�其中开挖

面以下采用弹性地基梁单元�开挖面以上采用一般的梁单
元�每隔1～2m 划分一个单元。然后由各个单元的单元刚度
矩阵变换得到总体刚度矩阵�最后根据静力平衡条件�得到
基本的平衡方程�从而来求解位移和内力。本文的计算模型
如图1－a所示�桩顶采用刚接的连接方式。
2　改进的平面杆系有限单元法
2∙1　单元刚度矩阵

本文中的模型主要涉及两种单元类型�一类是普通梁单
元�另一类是弹性地基梁单元。对于第一类普通梁单元�记单
元刚度矩阵为 ［ K ］ e�那么：

｛R｝e ＝ ［ K ］ e｛δ｝e （1）
式中�｛R｝e 为单元结点力；｛δ｝e 为结点位移。
另外�对于坑底下部的弹性地基梁单元的刚度矩阵�常

规方法是按集中刚度的原则先确定在单元结点处的等效弹

簧刚度�然后叠加到总刚。弹簧刚度值为：
k ＝ kh bl （2）
式中�kh 为地基水平反力系数；b 为梁的计算宽度；l 为

节点相邻单元的平均长度。
如果将上述计算的弹簧刚度按结点位置相应的叠加到

总刚�那么只能加到总体刚度矩阵对角线元素上。事实上�这
样处理弹性地基梁单元的方法不是十分合理。上述方法只是
在结点设置弹簧�没有考虑到被动区土压力也是沿桩体连续
分布的�并不等效于各个集中弹簧力的作用�并且等效刚度
不是简单的将某个区域的刚度求和。为此�本文提出一种思
路就是考虑单元两结点间布满弹簧�再将这些分布的弹簧反
力转化为等效结点力�建立弹性地基梁单元结点力与结点位
移的关系�最终可得到基于一般梁单元修正后的弹性地基梁
单元刚度矩阵。这样�将单刚归入总刚就不会发生矩阵奇异
而不可解。

为了便于推导�本文假设单元各点挠度为线性分布。在
此前提下�只考虑单元端结点的挠度 v i和 v j对弹簧反力分布
的影响。具体的单元模型如图1－b所示：

依据上述模型�分布弹簧的反力系数用 m 法计算。单元
各点的弹簧反力系数按两端的反力系数值线性插值。各点挠
度根据假设按端点的挠度值线性插值�则有如下结果：

k ＝ ki ＋ kj － ki
l x （3－1）

v ＝ v i ＋ v j － v i
l x （3－2）

式中�ki、kj 为单元端结点的弹簧反力系数；k 为单元任
意一点的弹簧反力系数；v i、v j 为单元端结点的挠度；v 为单
元任意一点的挠度；x 为单元任意一点的位置。

由此�由弹簧反力产生的固端力可以确定如下 ［1］：
Q′ij ＝∫′

0－ kvT1dx

M′ij ＝∫′
0－ kvT2dx

Q′ji ＝∫′
0－ kvT3dx

M′ji ＝∫′
0－ kvT4dx

（4）

式中�T1＝－（ l－ x）2（ l＋2x）/l3；T2＝－ x（ l－ x）2/l2；
T3＝－ x2（3l－2x）/l3；T4＝ （ l－ x） x2/l2。

固端力用矩阵可以写成如下表达式：
｛R′｝e ＝ ［ K′］ e｛δ｝e （5）
式中�｛R′｝e 为弹簧反力产生的固端力；

｛δ｝e 为结点位移。
结合（1）式�弹性地基梁单元则有：
｛Rf｝e －｛R′｝e ＝｛R｝e ＝ ［ K ］ e｛δ｝e （6）
式中�｛Rf｝e 为弹性地基梁单元总的结点力列阵；－

｛R′｝e 为弹簧反力的等效结点力列阵；｛R｝e 为一般梁单元的
结点力列阵。将（5）式代入（6）式可以得到：

｛Rf｝e ＝｛［ K ］ e ＋ ［ K′］ e｝｛δ｝e （7）
记 ［ Kf ］ e ＝ ［ K ］ e＋［ K′］ e�由此得到弹性地基梁的最终单

元刚度矩阵 ［ Kf ］ e 为：

［ Kf ］e ＝

EA

l
0 0 － EA

l
0 0

0 12EI

l
3 ＋4k1 l

15 ＋ k2 l

12
6EI

l
2 0 －12EI

l
3 ＋ k1 l

12 ＋ k2 l

15
6EI

l
2

0 6EI

l
2 ＋ k1 l

2

30 ＋ k2 l
2
l

60
4EI

l
0 －6EI

l
2 ＋ k1 l

2

60 ＋ k2 l
2

60
2EI

l

－ EA

l
0 0 EA

l
0 0

0 －12EI

l
3 ＋ k1 l

15 ＋ k2 l

12 －6EI

l
2 0 12EI

l
3 ＋ k1 l

12 ＋4k2 l

15 －6EI

l
2

0 6EI

l
2 － k1 l

2

60 － k2 l
2

60
2EI

l
0 －6EI

l
2 － k1 l

2

60 － k2 l
2

30
4EI

l

（8）
2∙2　有限元求解

在求得上面的两种单元的刚度矩阵后�便可按照规则集
成系统的总体刚度矩阵。由结点力平衡得到求解方程式：

［ K ］·｛δ｝＝｛P｝ （9）
式中�［ K ］ 为总体刚度矩阵；｛δ｝为体系的结点位移向

量；｛P｝为体系的等效结点荷载向量�由土压力、水压力等外
荷载求得。
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3　分步开挖模拟
分步开挖的模拟对于基坑工程来说是一个非常现实的

问题。基坑开挖是一个过程�无论是带支撑的基坑开挖还是
不设置支撑的悬臂支护的基坑开挖�都是分步进行的。悬臂
支护基坑的开挖过程其实也相当于带支撑的开挖�计算中把
支撑的刚度在刚度矩阵中设为零即可。考虑到围护结构在开
挖过程中内力和变形都是连续的 ［2］�即支撑是在经过上一阶
段开挖结构已产生位移后设置的�宜采用增量法来确定荷载
增量以模拟分步开挖的过程。

采用增量法时�每一阶段计算得到的内力和位移都是相
对于前一阶段的内力和位移完成后的增量 ［3］�其关键就是每
一阶段荷载增量的确定。对于双排桩�还必须考虑荷载增量
在前、后桩体之间的分配。

一般来说�上层土体挖除后�开挖面下方的土体仍保留
着部分不能卸除的应力�即上层土体的开挖卸荷作用对土层
中的应力影响只是在一定深度内存在�在此深度以下�土中
应力将很少变化。那么�挖土引起的土压力的变化由两部分
组成：第一部分为开挖侧静止土压力的减少引起的荷载增量
P1�如图2－a所示；第二部分为开挖侧土体的移走引起土体
的抗力释放�从而导致一部分荷载增量 P2�如图2－b。对于
挖除的土体�任何一点释放的土抗力 P21就等于土抗力 P 本
身。对于挖除后下面部分的土体�由于土体弹簧刚度减小发
生软化作用�也有一部分土抗力的释放�任何一点释放的土
抗力为 P22�具体的计算表达式如下：

P21＝ P

P22＝ P（1－ k′
k ）

（10）

k ＝ myi OCRni ·α
k′＝ myi＋1OCRni＋1·α
α＝ （ δpult

δpult ＋δp ）
2

（11）

式中�P为此点的土抗力；k为此点在本级开挖前的弹簧
反力系数；k′为此点在本级挖土后土体还没来得及变形时的
弹簧反力系数；α为土体的非线性折减系数；yi 为此点到本
级开挖前开挖侧地面的距离；yi＋1为此点到本级开挖后开挖
侧地面的距离；OCR 为土的超固结比；n为经验系数；m 为地
基基床系数；δpult 为达到极限被动土压力时的结构位移；δp
为本级开挖前结构的位移。

对于双排桩�本文按主动土压力分配系数β将每一阶段
的荷载增量分配到前、后排桩体上。荷载增量及分配图如图2
所示（前后排桩呈矩形布置）。其中：

β＝2L
L0 －（ LL0）

2 （12）
式中�L0＝ htg（45°－φ/2）；h基坑开挖深度；L为双排桩

排距（如图1所示）；φ为土体内摩擦角。
本文的双排桩模型是不带支撑的悬臂结构�所以分步开

挖的弯矩及位移的模拟结果同一次开挖的结果理论上应该

是一致的。
4　算例分析

笔者按照上述改进的方法编制了程序来模拟悬臂双排

桩分步开挖的过程�对算例结果分析表明上述方法合理可
行。下面是从天津地区的几个实际工程中简化出的一个基本
算例：

（1）　土性指标：土体粘聚力 c ＝12kPa；内摩擦角φ＝
25°；土体重度 γ＝19∙2kN/m3。土体平均压缩模量 Es ＝
5MPa�不考虑地下水位的影响。采用单一的土层计算。

（2）　基坑开挖深度为9∙0m�前后排桩矩形布置�桩直
径为0∙8m�桩弹性模量 E1＝7∙0×107kN/m2�桩间距为2m�前
排桩入土深度为11m�桩长为20m。

（3）　 连梁截面尺寸 b× h＝800mm×600mm�连梁弹性
模量 E2＝7∙0×107kN/m2�两排桩的排距为1∙6m�桩顶与连
梁按刚接考虑。

（4）　弹簧的反力系数计算采用 m 法�m ＝4000kN/m4�
桩底采用单连杆支承约束�以此替代桩土之间摩擦力的作
用�水平向不约束。

（5）　土压力采用朗肯主动土压力计算�并考虑10kPa的
地面施工超载�坑底以上为三角形的分布�基坑底面以下为
矩形分布。

若考虑悬臂一次开挖9m�分别采用常规方法和改进方
法计算桩体变形及弯矩。由于篇幅有限�下面仅给出前排桩
的计算结果�如图3所示。

从图3可看出�改进方法计算的桩身弯矩和桩顶位移比
常规的方法稍稍偏大�主要是因为常规方法将弹簧分布刚度
分段集中在结点上导致所有等效弹簧的刚度比分布弹簧偏
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大�这样导致桩顶位移和桩身弯矩偏小。因为整个结构有倾
覆的趋势�所以对于改进方法�在上部位移偏大时�桩底位移
在相反方向偏大。

按照上述改进方法�悬臂开挖如果分步进行�开挖深度
分别为2、5、9m。下面给出了前排桩桩身位移和弯矩图。

桩顶位移与弯矩数据表

桩顶位移/m 桩顶弯矩/kN·m
前排桩 后排桩 前排桩 后排桩

一次开挖 －0∙0452 －0∙0452 －629∙39 －582∙45
第三步开挖 －0∙0455 －0∙0455 －631∙59 －584∙28

　　从图4可以看出�悬臂分步开挖的最终位移与弯矩和一
次开挖的计算结果都非常接近。图形表明：本文采用的增量
法能很好的模拟分步开挖的过程。下面是桩顶处位移和弯
矩的数据列表：

由上表知�分步开挖模拟其位移差别在1‰以内�弯矩在
1％以内�结果非常接近。对于带支撑的双排桩围护结构�同
样可以采用增量法来模拟分步开挖的过程。
5　结语

（1）　从简单的矩阵结构力学原理出发�推导出了弹性
地基梁单元的刚度矩阵；

（2）　改进的有限元方法能更真实的模拟土对桩体的作
用；

（3）　分步开挖采用增量法能真实模拟开挖过程�结果
也能很好的符合；

（4）　分步开挖模拟同样适用于带支撑结构�在总刚相
应位置加上支撑刚度值即可。

本文基于杆系有限元提出的改进方法�概念明确�适合
工程人员使用�并且笔者据此编制了程序。模拟分步开挖中
采用增量法的思路是可行的�模拟结果同一次性悬臂开挖结
果也很符合。
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